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1 Introduction 



Le Théorème 2 de [BR] montre qu'il existe un entier impair j tel que 
5 < j < 169 et 1, £(3) et ((j) sont linéairement indépendants sur Q : ce 
résultat implique l'irrationalité de ((j) mais est bien sûr plus fort. Dans 
cet article, nous améliorons la majoration j < 169 en ne recherchant que 
l'irrationalité de ((j) : 



Théorème 1 II existe un entier impair j tel que 5 < j < 21 et ((j) ^ 
La démonstration de ce théorème repose sur la série suivante 

n\(t-n)l(t + n + lf n \ , 



k=l *> 



Z 



(t)n+l ) \t=k 

où z est un nombre complexe de module > 1 et a un entier > 6. 

L'étude de S n ,a{z), que nous écrirons désormais S n (z), est similaire à celle 
de la série considérée dans [R] et [BR] : 
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• Le Lemme 1 montre que, si a est pair, la série S n (l) s'écrit comme une 
combinaison linéaire (à coefficients rationnels) de 1 et des ((j) pour j impair, 
j G {5, ... , a + 2}. 

• Le Lemme 2 détermine un dénominateur commun aux coefficients de cette 
combinaison linéaire. 

• L'estimation du comportement de |5' n (l)| 1 / n est délicate puisqu'une expres- 
sion intégrale de type Beukers [Be] n'est pas connue pour S n (l). Néanmoins, 
en suivant Nesterenko [Ne], le Lemme 4 montre que S n (l) peut s'écrire comme 
la partie réelle d'une intégrale complexe : le comportement asymptotique de 
cette intégrale est alors déterminé au Lemme 5 par la méthode du col (Lemme 
3). 

• Enfin, il n'y a pas lieu ici de borner la hauteur des coefficients de la com- 
binaison : cela n'est nécessaire que pour l'indépendance linéaire. 



Remerciements L'auteur tient à remercier F. Amoroso et D. Essouabri 
pour leurs conseils qui ont permis d'améliorer une précédente version. 

2 Résultats auxiliaires 

Posons 



n\ (t-ny n (t + n + iy n 



D\ = j^y (^) A et cij tn = D a ^i(R n (t)(t+j) a )\ t= ^j : on a alors la décomposition 
en éléments simples 

1=1 ,=o {l + J) 

Définissons également les polynômes à coefficients rationnels 

a n j ](] _ i \ n 

^) = -EE£ % 7 zH et p iM = I>^ '■ (2) 



2k l+2 

1=1 j=l k=l " j=0 



où / G {1, . . . , a} 
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Lemme 1 Pour tout z G C, \z\ > 1, on a 

1(1-1) 



s n (z) = PoM + E V Fl - n(2)Lii+2(1/2) 

1=1 

et Pi jTl (l) = 0. De plus, si a est pair, alors pour tout n > et pour tout 
entier pair l G {2, . . . , a], on a P, n (l) = et donc 

a/2 

S n (l) = P ,n(l) + j>2j ~ l)^-l,n(l)C(2j + 1) • 
3=2 

Démonstration 

De la décomposition (1) de R n (t), on déduit que si \z\ > 1 

1=1 j=0 k=l v JJ 



a n i f î i \ _ / +°° i J 

Z=l j=0 \fc=l k=l 



= P ,n(^) + E ^— ^P,„(^)Li i+2 (l/z) . 

z=l 

Comme le degré total de la fraction rationnelle R n (t) est < — 2, on a 

n 

Pl,n(l) = E ReS *=-^^W) =0 - 



j=0 



On peut réécrire c JJ>n = (-l) a '.Da-K^n,.?^))^.? où 

= n! D x — (j - x ) ■ 

On a 

- x) = n\«-« (x - |) (X ^ 2 " ) ; ( ) X / 1)w (^ - i) a • (3) 



En appliquant l'identité (a)i = (— a — l + l)i aux trois symboles de 
Pochhammer de (3), on obtient 



®n,n-j(n - X) 

= (-ir +i $ nj (x) . 



Donc pour tout k > 0, 

<L,(^-^) = (-i) fc+na+1 <](^)- 

En particulier, avec k = a — l et x = j, on a 

ce qui implique la relation 

P,, n (l) = (-l) (n+1)a+,+1 P,,„(l) . 
Si (n + l)a + / est pair, on en déduit que P/, n (l) = 0. 

Lemme 2 Ponr toni Z e {1, . . . , a} on a 

2d a n - l P ltn (z) e z[z] et 2d a n +2 P , n (z) e Z[z] 
où d n = ppcm(l, 2, . . . , n) . 
Démonstration 

On écrit R n (t)(t + j) a = F(t) 3 x G(t) 3 x H(t) a ~ 6 x I(t) où I(t) = t + n/2 et 
F(t) = ^^(t + j) , G(t) = {t + " + 1)n (t + j) , H(t) = j^-(t+j) • 

{ l )n+l V l )n+1 \ l )n+l 

Décomposons F(t), G(t) et H(t) en fractions partielles : 

n n n 

p=0 p=0 p=0 

p^i p^i p^i 
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ou 



, (~p-n) n (~l) n (p+l)n _ ( i\n-pf n +P\( n \ r „ 

h A, M (-l)^(n-p)! 1 ij U JW ' 



h=0 



_ {-p + n + l) n {-lf{2n-p)\ (2n-p\ fn\ 

9p -Pf " j v " (n-p)!p!(n-p)! 1 H » / W 
|J_(-p + /i) 



h=0 



et 



n! (-l)Pn! , 

tt/ , \ p\(n-p)\ \pj 



h=0 



On a alors pour tout entier À > : 



n 

(D\G(t))\ t =-j = 5 ,a + E(- 1 ) A ( /_~ ) L ^ » 



(^w)i^ = E(- 1 ) A 7^bwî^ 

p=0 

p^j 



avec 5o t \ = 1 si À = 0, 5o,a = si À > 0. On a donc montré que 

(£(£> A F)|*=-i , d x n {D x G)\ t= ^ et dn(D\H)\ t= -j 

sont des entiers pour tout À G N. De plus, 2(D\I)\ t =-j G Z. Grâce à la 
formule de Leibniz 

D a ^(R(t)(t + jf) = YJLD^D^D^F) 

x (D, 4 G)(D, 5 G)(D, 6 G)(D, r H) ■ • ■ (D, a H)(D, a+1 I) 

(où la somme est sur les multi-indices |i G N a+1 tels que //H h/i a +i = a—/), 

on en déduit alors que 2d^~ l Cij tn G Z . Les expressions (2) des polynômes 
Po,n{ z ) e t Pi,n( z ) permettent de conclure. 
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3 Démonstration du Théorème 1 

Pour estimer S n (l), nous suivons la démarche utilisée par [Ne] et [HP] qui 
consiste à exprimer S n (l) à l'aide d'une intégrale complexe à laquelle on peut 
appliquer la méthode du col, méthode dont nous rappelons tout d'abord le 
principe (voir par exemple [Co], pp. 91-94 ou [Di], pp. 279-285]). 

Soit w une fonction analytique au voisinage d'un point z . On appelle 
chemin de descente de Re(u>) en zo tout chemin du plan issu de zo et le long 
duquel Re(w(z)) est strictement décroissante quand z s'éloigne de z . Les 
chemins de plus grande descente de Re(w) en z sont les chemins tels que 
Re(u>) a (localement) la décroissance la plus rapide parmi tous les chemins 
de descente : il est en fait équivalent de demander que ïm(w) soit constante 
le long de ces chemins, c'est à dire que la phase de e w soit stationaire. 

Supposons w telle que w'(z ) = et w"(zq) = \w"(z )\e ta ° ^ 0. Notons 
9 la direction d'une droite A passant par z , c'est-à-dire 9 = arg(z — z ) 
où z G A. Il existe exactement deux chemins de plus grande descente de 
Re(u>) en zo, dont les directions des tangentes en zo sont 9 + = | — ^ et 
9_ = — | — ^ : ces directions critiques sont opposées. Il peut s'avérer 
difficile de déterminer exactement les chemins de plus grande descente. On 
peut s'affranchir de ce problème en considérant n'importe quelle direction 9 
en z telle que cos(o;o + 2#) < : au voisinage de Zq, 



et sur un chemin L dont les deux directions en zq vérifient la condition ci- 



local en zq le long de L. Convenons de dire qu'un chemin L est admissible 
en zq si les deux directions 9 en z vérifient cos(o;o + 20) < et si Re(w(z )) 
est le maximum global de Re(u>) le long de L. 

Lemme 3 (Méthode du col) Soit g et w deux fonctions analytiques dans 
un ouvert simplement connexe V du plan. Supposons qu 'il existe z G V tel 
que w'(z ) = et w"(z ) = \w"(zo)\e ia ° ^ 0. Si L est un chemin inclus dans 





admet un maximum 
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V et admissible en z , alors 



j g(z)e nw ^dz ~ g( Zo )^ -^ z - e *(±f-^) e "^) ( n -> +00) (4) 

on Ze c/iozx cîe ± dépend de l'orientation de L. De plus, cette estimation 
est encore valable si L est un chemin que l'on peut déformer en un chemin 
admissible en zq. 

Nous appliquons maintenant cette méthode à l'estimation asymptotique 
de S n (l). Considérons l'intégrale complexe 

4M = £- f Rn(nz) ( . * ) e nuz dz 
2m J L \sm(niTZ) J 

où u est un nombre complexe tel que Re(-u) < et |Im(u)| < 3ir, L est 
une droite verticale orientée de +ioo à — ioo et contenue dans la bande 
< Re(z) < 1, ce qui assure que l'intégrale J n (u) converge. 



Lemme 4 Dans ces conditions, on a 
i) 

■Un) = t^n!- 8 

f ( 1\ T(nz)^ 3 T(n - nz + l) 3 T(nz + 2n + l) 3 nuzi 
J L \ 2J T(nz + n + l) a + 3 

ii) 

S n (l) = Be(J n (in)). 

Démonstration 

i) Comme (a) n = T(a + n)/V{a) et (t - nf n = (-l) n (l - t) 3 n , on a 
R n (t) = (-l)»nl-«(t + ^) 



K J V 2) r 1 



(ty n+ i 

n\ T(n-t + l) 3 T(t + 2n+l) 3 T(t) a 



(1 - t) 3 T(t + n + l) 3 T(t + n + l) a 
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De plus, la formule des compléments r(t)T(l — t) = n / sin(7rt) (pour t $ Z) 
implique que 

3 , , «,_,«-« . >n r(t)«+ 3 r(n - « + i)»r(( + 2« + 1) 3 



On a donc 



r(t + n + l) a + 3 



1 sm(7rt) ' 



-(-ï)V-s ! (t i n ) r(ty^r(n-t + iyr(t + 2n + iy 

~ [ } J L ,V + 2) r(t + n + l)«+3 

où V est une droite verticale quelconque contenue dans < Re(£) < n. Le 
changement de variable t = nz et le théorème de Cauchy justifient que 

Jn (u) = 

/■ / 1\ [M^jn - nz + 1) 3 I>^ + 2n + l) 3 
7 L V 2/ r(n^ + n + l) a + 3 

zi,) Soit c e]0, n[ et soit T G \ + Z tel que T > n + 1. Considérons le contour 
rectangulaire orienté dans le sens direct, de sommets c±iT et T±iT : la 
fonction F(t,u) = R n (t)(ir/ sin(7rt)) 3 e ni est méromorphe dans le demi-plan 
Re(t) > et ses pôles sont les entiers k > n + 1. En appliquant le théorème 
des résidus, il découle que 



[T] 

/ F(t,u)dt= V Res t=fc (F(t,u)) 

2OT ^ fc=n+l 



OU 

Res, =fe (F(t, M )) = ^±^ n (A;)(-O fc + M <(A;)(-e") fc + \K{-e u f . 

Sur les trois côtés [c — iT,T — iT], [T — iT,T + iT] et [T + iT, c + iT], on a 
iî n (t)=0(T- 2 ). 

Sur [T — iT, T + iT], en posant t = T + iy, on a 

sin(7rt) = (— 1)^ cosh(7n/) 
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et donc | sin(7rt)| > \e^ y \. Comme |e ut | = e Re ( u ) T - Im W^ on en déduit que 

RM) ( _^L_Y e ut = o ( T - 2 e Re ^ T e-^ y+3 ^) = O (T~ 2 ) 
\sin(7rt) J ' ' 

puisque Re(-u) < et |Im(u)| < 3n. 

De façon similaire, sur les deux côtés [c — iT, T — iT] et [T + iT, c + iT], en 
posant t = x ±iT avec x > 0, on a 

2isin(7rt) = e TnT e i7TX - e ±7rT e~ i7rx 

et donc |sin(7rt)| > |sinh(7rT)| > e* T . Comme \e ut \ = e Be W I - Im W T , on en 
déduit que 

RM) ( -^-V e ut = O ( T - 2 e K ^ x e-^ T+ ^ T A = O (T' 2 ) . 
\sin(7rë) / v / v / 

Donc 



+00 

= Y, n**k=k(F(t,u)) 

k=n+l 

+00 / 2 2 1 \ 

(^-R n (k)(-e u ) k + uR' n (k)(-e-) k + -K(k)(-e-) k ) 



k=n+l 

En particulier, 



fc=n+l 

et donc S^l) = Re(J n (Ï7r)). 

Nous utilisons maintenant la formule de Stirling sous la forme suivante 



où \z\ — > oo, |arg(z)| < n et où les fonctions y/z et z z = e zlog( - z ^ sont définies 
avec la détermination principale du logarithme. Sur la droite L, les quantités 
\nz\, \n — nz + l\, \nz + 2n + l\ et |nz + n + l| sont équivalentes à des multiples 
constants de n, d'où 



J„( î7r ) =ï(-l)" +1 (27r)t- 1 nf- 4 y g(z)e nw ^ (l + O dz 



(5) 



avec 

I TT" a + 3 

9\A 



et 

= (a + 3)z\og(z) - (a + 3)(* + l)log(z + l) 

+3(1 - z) log(l - 2) + 3(^ + 2) log(z + 2) + ira , 

les différentes fonctions racines et logarithmes de g et w étant de nouveau 
définies à l'aide de la détermination principale du logarithme. L'expression 
(5) de J n (î7r) se prête maintenant à une estimation par la méthode du col. 

Dorénavant, nous supposons a = 20. Alors 
w'(z) = 23 \og(z) - 23 \og(z + 1) + 3 log(z + 2) - 3 log(l - 2) + ivr 
et l'équation «/(z) = possède une seule solution z vérifiant < Re(z ) < 1 

Zo = x + iy « 0, 9922341203 - % 0, 01200539829 . 

On a 

w(zq) « -22, 02001640 + i 3, 104408624 

et 

w"{z ) « 216, 7641546e- ia9471277165 . 

On constate que 6 = n/2 et = —tt/2 vérifient cos(o;o + 20) < 0. Montrons 
que la droite L : Re(z) = xo est admissible, c'est à dire que Re(iu) admet un 
maximum global en zq le long de L. Posons f(y) = 9R Qy W ^ (xq + iy) ; donc 

f(y) = -lm(w')(x + iy) 

= -23 arg(x + iy) + 23 arg(rr + 1 + iy) 

-3 arg(x + 2 + iy) + 3 arg(l — x — iy) — n . 
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On a 



lim f(y) = 2tc et lim f(y) = —An . 



Par ailleurs, arg(z) = arctan ^^|fyj pour Re(z) > 0, d'où 

df _ 23x 23(xo + l) 3(rr + 2) 3(1 - x ) 



dy " x 2 + y 2 (xo + l) 2 + y 2 (x + 2) 2 + y 2 (1 - x ) 2 + y 2 

NhÏÏ 

(x 2 + y 2 )((x + l) 2 + y 2 )((x + 2)2 + y^)((l - x ) 2 + y*) ' 
où l'on a noté 

N(t) = Ut 3 + 2(7x 2 + 7x + 44)t 2 + 2 (-7x2 ~ Ux o - l2Ax l ~ u7x o + 37)* 
+2(-7x 5 - 2lxl + 16x o + Q7x o - 9)^0 • 

On vérifie que N(t) a une seule racine dans [0, +oo [. Donc f(y) ne s'annule 
que pour y = y . La fonction y — > Re(w(xo + iy)) est donc strictement 
croissante sur ] — oo,yo], puis strictement décroissante sur [y 0) +oo[. En 
conséquence, la droite L : Re(z) = x est admissible en z pour Re(u>). 



Lemme 5 On a : 

Jn(i*) ~ c (-l) n+1 n 11/2 e nw{zo) (n -> +oo) 

on co = o(2;o)(27r) 19 A/27r/|w // (2; )|e~ îa() / 2 7^ 0. De p/ns, existe «ne suite 
d'entiers (p(n) telle que 

limsup \S v(n) {l)\ lMn) = e Re{w{zo)) 

Démonstration 

L'estimation de J n (iir) résulte de l'estimation générale (4), appliquée à (5) et 
à la droite admissible L : Ke(z) = xq. Pour montrer la dernière affirmation, 
notons co = r e l(5 et vç, = lm(w(zo)), de sorte que 

1 S„(l) = Re(J„(m)) 

= r(-l) ri+1 n 11/2 e nRe(u,(2o)) (ReK) cos(rau + P) - M"») sin(rauo + f3)) 
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où u n est une suite de nombres complexes qui converge vers 1. Remarquons 
que Vq ~ 3, 104 n'est pas un multiple entier de 7r et donc il existe une suite 
d'entiers <p(n) telle que cos(ip(n)vo + j3) converge vers une limite l ^ 0. On 
en déduit que 

lim (Re(tw„)) cos(Lp(n)v + (3) - Im(tw„)) sm(ip(n)v + (3)) = l ^ 

n— >+oo 

et donc 

lim |&, ( „)(l)| lMn) = e Re ^ 2 °» . 
Démonstration du Théorème 1 

Posons p 0i „ = 2t£ 2 P 0) n(l) et Pl , n = 21(21 -l)dfP 2l ^ n (l) pour l G {2, . . . , 10} 
: le Lemme 2 implique que ce sont des entiers. Définissons également i n = 
2d^S n (l) : le Lemme 1 montre que 

10 

4 = Po,n + ^RnC(2/ + l) • 

1=2 

Enfin, d'après le Théorème des nombres premiers, d n = e n +°( n ). Le Lemme 
5 montre que 

lim IV)r Mn) ~ e "°' 02 e]0,l[, 

ce qui prouve le Théorème 1. 
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